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量测随机延迟下带厚尾噪声的

鲁棒 Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ随机容积卡尔曼滤波器
卢春光１，张永顺１，２，李志汇１，葛启超１

（１空军工程大学防空反导学院，陕西西安７１００５１；
２信息感知技术协同创新中心，陕西西安７１００７７）

　　摘　要：　针对量测随机延迟下带厚尾过程噪声和量测噪声的非线性状态估计问题，本文通过充分考虑量测一步
随机延迟特性及过程噪声和量测噪声的“厚尾”特性，推导了一种新的鲁棒 Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ滤波器框架，并采用随机
Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ球面相径容积规则近似计算Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ权值积分，从而设计了一种新的鲁棒Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ随机容积滤波器．
首先，采用一组服从伯努利分布的随机序列来描述系统中可能存在的量测一步随机延迟现象，并采用Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ分布
刻画过程噪声和量测噪声中存在的“厚尾”特性；其次，从理论上证明了当自由度参数趋于无穷以及随机延迟概率为

零时，该鲁棒Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ滤波器就自动地降为标准的非线性高斯近似滤波器；最后，采用随机Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ球面相径容
积规则给出了一种新的鲁棒Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ随机容积滤波器，并通过协同转弯模型验证了该滤波器的有效性和优越性．

关键词：　随机延迟；厚尾噪声；Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ权值积分；伯努利分布；矩匹配方法；非线性估计
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１　引言
　　离散时间非线性动态系统的状态估计已经被广泛

地应用于目标跟踪与定位［１］、信号处理［２］、组合导

航［３］、自动控制［４］等领域．一般地，对于非线性系统而
言，在贝叶斯框架下，基于量测信息的状态后验概率密
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度函数（ＰｒｏｂａｂｉｌｉｔｙＤｅｎｓｉｔｙＦｕｎｃｔｉｏｎ，ＰＤＦ）的递推最优
解通常是难以获得的．因此，可以通过合理的近似获得
非线性系统的状态的次优估计．高斯近似是一种被广
泛使用的近似方法，目前基于不同的积分规则，已经提

出了许多次优的高斯近似滤波器［５～８］．
上述文献中介绍的非线性高斯近似滤波器需要假设

量测数据能够实时到达数据处理中心，且系统噪声和过

程噪声均服从高斯分布，但是，在实际工程应用中，由于

通信信道带宽的限制导致量测抵达数据处理中心时不可

避免地存在随机延迟现象［９，１０］，从而导致量测数据无法

及时得到更新，并且，由于不可靠传感器的使用导致采集

到的量测数据存在一定的野值，野值数据的存在使得高

斯分布的尾部变大，具有明显的厚尾特征［１１］．同时，在实
际目标跟踪过程中，由于目标的剧烈机动，使得用于描述

目标运动的非线性动态系统的过程噪声同样具有明显的

厚尾特征［１２］．由于量测随机延迟现象及厚尾过程噪声和
量测噪声的存在导致了上述非线性高斯近似滤波器的估

计性能变差甚至发散．一方面，为了解决量测随机延迟条
件下的状态估计问题，目前已经涌现出了一系列改进的

高斯近似滤波器，并取得了较好的状态估计性能［９，１３～１５］．
另一方面，针对厚尾过程噪声和量测噪声条件下的状态

估计问题，目前所采取的解决方法主要有蒙特卡罗法、高

斯和滤波器、基于Ｈｕｂｅｒ方法的鲁棒卡尔曼滤波器［１６，１７］、

基于最大熵准则的最大熵卡尔曼滤波器［１８～２０］以及鲁棒

Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ滤波器［１２，２１～２８］等．
上述文献所设计的非线性状态估计滤波器在量测

随机延迟及厚尾过程噪声和量测噪声条件下，将不可

避免的面临着状态估计发散的风险和计算效率低下的

问题．针对这种情形，本文通过充分考虑量测一步随机
延迟特性以及过程噪声与量测噪声的厚尾特性，推导

了一种适用于量测随机延迟和带厚尾过程噪声和量测

噪声条件下状态估计的鲁棒Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ滤波框架，并基
于随机Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ球面相径容积规则，提出了一种新
的鲁棒Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ随机容积滤波器，最后采用目标跟踪
仿真验证本文算法的优越性．

２　问题描述
　　 考虑如下非线性离散随机系统

ｘｋ＝ｆｋ－１（ｘｋ－１）＋ｗｋ－１ （１）
一步随机延迟量测模型为

ｚｋ＝ｈｋ（ｘｋ）＋ｖｋ （２）
ｙｋ＝（１－γｋ）ｚｋ＋γｋｚｋ－１，ｋ＞１；ｙ１＝ｚ１ （３）

式中，ｋ∈｛１，２，…｝，ｘｋ∈ＲＲ
ｎ是状态变量，ｚｋ∈ＲＲ

ｍ是理想

的量测向量，ｙｋ∈ＲＲ
ｍ是实际的量测向量，ｈｋ（·）为非线

性量测函数，过程噪声 ｗｋ∈ＲＲ
ｎ且服从 ｔ分布 Ｓｔ（ｗｋ；０，

Ｑｋ，ｖ１），ｖｋ∈ＲＲ
ｍ且服从ｔ分布Ｓｔ（ｖｋ；０，Ｒｋ，ｖ２）．｛γｋ∈ＲＲ，ｋ

＞１｝为已知的服从 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ分布的随机变量，取值范
围在０和１之间且满足

ｐ（γｋ＝１）＝Ｅ［γｋ］＝λ
ｐ（γｋ＝０）＝１－Ｅ［γｋ］＝１－λ

Ｅ［（γｋ－λ）
２］＝（１－λ）

{
λ

（４）

初始状态ｘ０与过程噪声｛ｗｋ，ｋ０｝，｛ｖｋ，ｋ１｝以及
｛γｋ，ｋ２｝相互独立并且服从 ｔ分布 Ｓｔ（ｘ０；^ｘ０｜０，Ｐ０｜０，
ｖ３）．Ｐ

ｘｙ
ｋ＋１｜ｋ为量测随机延迟概率，一般假设已知．

３　量测随机延迟下带厚尾过程噪声和量测噪
声的鲁棒Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ滤波器

　　在给出量测随机延迟下带厚尾过程噪声和量测噪
声的鲁棒Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ滤波器的一般框架解之前，首先给
出两个假设：

假设１　状态变量 ｘｋ，ｘｋ＋１和随机延迟量测 ｙｋ＋１在
延迟量测集合Ｙｋ的条件下的联合分布服从 Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ
分布，即

ｐ（ｘｋ，ｘｋ＋１，ｙｋ＋１｜Ｙｋ）

＝Ｓｔ（

ｘｋ
ｘｋ＋１
ｙｋ＋









１

；

ｘ^ｋ｜ｋ
ｘ^ｋ＋１｜ｋ
ｙ^ｋ＋１｜









ｋ

，

Ｐｋ｜ｋ Ｐｋ＋１，ｋ｜ｋ Ｐｘｙｋ，ｋ＋１｜ｋ
ＰＴｋ＋１，ｋ｜ｋ Ｐｋ＋１｜ｋ Ｐｘｙｋ＋１｜ｋ
（Ｐｘｙｋ，ｋ＋１｜ｋ）

Ｔ （Ｐｘｙｋ＋１｜ｋ）
Ｔ Ｐｙｙｋ＋１｜









ｋ

，ｖ３）

（５）
其中，状态估计量ｘｋ｜ｋ及Ｐｋ｜ｋ分别是概率密度函数ｐ（ｘｋ｜
Ｙｋ）的均值和尺度矩阵；状态预测量ｘｋ＋１｜ｋ及Ｐｋ＋１｜ｋ分别是
概率密度函数ｐ（ｘｋ＋１｜Ｙｋ＋１）的均值和尺度矩阵；量测预
测量 ｙ^ｋ＋１｜ｋ及Ｐ

ｙｙ
ｋ＋１｜ｋ分别是概率密度函数ｐ（ｙｋ＋１｜Ｙｋ）的均

值和尺度矩阵；Ｐｋ＋１，ｋ｜ｋ为状态ｘｋ和状态ｘｋ＋１的互尺度矩
阵；Ｐｘｙｋ，ｋ＋１｜ｋ为状态 ｘｋ和量测 ｙｋ＋１的互尺度矩阵；Ｐ

ｘｙ
ｋ＋１｜ｋ为

状态 ｘｋ＋１和量测 ｙｋ＋１的互尺度矩阵．ｘｋ｜ｋ、ｘｋ＋１｜ｋ、^ｙｋ＋１｜ｋ、
Ｐｋ｜ｋ、Ｐｋ＋１｜ｋ、Ｐ

ｙｙ
ｋ＋１｜ｋ、Ｐ

ｘｙ
ｋ，ｋ＋１｜ｋ、Ｐ

ｘｙ
ｋ＋１｜ｋ可分别通过下式获得

ｘ^ｋ｜ｋ＝Ｅ［ｘｋ｜Ｙｋ］Ｐｋ｜ｋ＝
ｖ３－２
ｖ３
Ｅ［珘ｘｋ｜ｋ珘ｘ

Ｔ
ｋ｜ｋ｜Ｙｋ］

ｘ^ｋ＋１｜ｋ＝Ｅ［ｘｋ＋１｜Ｙｋ］Ｐｋ＋１｜ｋ＝
ｖ３－２
ｖ３
Ｅ［珘ｘｋ＋１｜ｋ珘ｘ

Ｔ
ｋ＋１｜ｋ｜Ｙｋ］

ｙ^ｋ＋１｜ｋ＝Ｅ［ｙｋ＋１｜Ｙｋ］Ｐ
ｙｙ
ｋ＋１｜ｋ＝

ｖ３－２
ｖ３
Ｅ［珓ｙｋ＋１｜ｋ珓ｙ

Ｔ
ｋ＋１｜ｋ｜Ｙｋ］

Ｐｋ＋１，ｋ｜ｋ＝
ｖ３－２
ｖ３
Ｅ［珘ｘｋ＋１｜ｋ珘ｘ

Ｔ
ｋ｜ｋ｜Ｙｋ］

Ｐｘｙｋ，ｋ＋１｜ｋ＝
ｖ３－２
ｖ３
Ｅ［珘ｘｋ｜ｋ珓ｙ

Ｔ
ｋ＋１｜ｋ｜Ｙｋ］

Ｐｘｙｋ＋１｜ｋ＝
ｖ３－２
ｖ３
Ｅ［珘ｘｋ＋１｜ｋ珓ｙ

Ｔ
ｋ＋１｜ｋ｜Ｙｋ





















 ］

（６）
通过将式（２）带入式（３）可得
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ｙｋ＋１＝（１－γｋ＋１）［ｈｋ＋１（ｘｋ＋１）＋ｖｋ＋１］＋γｋ＋１［ｈｋ（ｘｋ）＋ｖｋ］
（７）

结合式（７）和式（６）中的 ｙ^ｋ＋１｜ｋ及 Ｐ
ｙｙ
ｋ＋１｜ｋ的相关定义，可

以看出，计算 ｙ^ｋ＋１｜ｋ及 Ｐ
ｙｙ
ｋ＋１｜ｋ不仅仅依赖于状态估计量，

还依赖于量测噪声的滤波估计量．为了计算量测噪声
ｖｋ＋１在ｋ＋１时刻的滤波估计量，需要给出如下假设：

假设２　假设量测噪声ｖｋ＋１和延迟量测ｙｋ＋１在延迟
量测集合Ｙｋ的条件下的联合分布服从 Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ分
布，即

ｐ（ｖｋ＋１，ｙｋ＋１｜Ｙｋ）

＝Ｓｔ（
ｖｋ＋１
ｙｋ[ ]
＋１

；
０
ｙ^ｋ＋１｜[ ]

ｋ
，

Ｒｋ＋１ Ｐｖｙｋ＋１｜ｋ
（Ｐｖｙｋ＋１｜ｋ）

Ｔ Ｐｙｙｋ＋１｜[ ]
ｋ

，ｖ３）
（８）

注１　依据Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ分布的性质可知，式（８）若
要成立，必须满足ｖ２＝ｖ３．

根据以上描述可知，由于量测一步随机延迟现象

的存在，在推导带厚尾过程噪声和量测噪声的鲁棒

Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ滤波器框架时，需要同时考虑状态变量和噪
声变量的更新，因此为便于处理，需要对状态进行扩维，

构造一个新的状态向量：

ｘａｋ＋１＝［ｘ
Ｔ
ｋ＋１ｖ

Ｔ
ｋ＋１］ （９）

则后验滤波概率密度函数 ｐ（ｘａｋ＋１｜Ｙｋ＋１）可表示成如下
形式：

ｐ（ｖｋ＋１，ｘｋ＋１｜Ｙｋ＋１）

＝Ｓｔ（
ｘｋ＋１
ｖｋ[ ]
＋１

；
ｘ^ｋ＋１｜ｋ＋１
ｖ^ｋ＋１｜ｋ[ ]

＋１

，
Ｐｋ＋１｜ｋ＋１ Ｐｘｖｋ＋１｜ｋ＋１
（Ｐｘｖｋ＋１｜ｋ＋１）

Ｔ Ｐｙｙｋ＋１｜[ ]
ｋ

，ｖ３）

（１０）
ｐ（ｖｋ＋１，ｘｋ＋１｜Ｙｋ＋１）＝Ｓｔ（ｘ

ａ；^ｘａｋ＋１，Ｐｋ＋１｜ｋ，ｖ３） （１１）

ｘ^ａｋ＋１＝
ｘ^ｋ＋１｜ｋ＋１
ｖ^ｋ＋１｜ｋ[ ]

＋１

Ｐａｋ＋１｜ｋ＋１＝
Ｐｋ＋１｜ｋ＋１ Ｐｘｖｋ＋１｜ｋ＋１
（Ｐｘｖｋ＋１｜ｋ＋１）

Ｔ Ｐｖｖｋ＋１｜ｋ[ ]
＋１

（１２）

其中Ｐｘｖｋ＋１｜ｋ＋１＝
ｖ３－２
ｖ３
Ｅ［珘ｘｋ＋１｜ｋ＋１珓ｖ

Ｔ
ｋ＋１｜ｋ＋１｜Ｙｋ＋１］．

式（１０）～（１２）可通过以下两个定理进行证明．
定理１　给定ｋ时刻的扩维状态量 ｘａｋ和尺度矩阵

Ｐａｋ｜ｋ，在假设２的前提下，基于最小均方误差估计准则可
知，后验ＰＤＦｐ（ｖｋ＋１｜Ｙｋ＋１）的滤波估计量 ｖ^ｋ＋１｜ｋ＋１及尺度
矩阵Ｐｖｖｋ＋１｜ｋ＋１可表示成如下形式：

ｖ^ｋ＋１｜ｋ＋１＝Ｋ
ｖ
ｋ（ｙｋ＋１－^ｙｋ＋１｜ｋ） （１３）

Ｐｖｖｋ＋１｜ｋ＋１＝
（ｖ３－２）（ｖ３＋Δ

２
ｋ）

ｖ３（ｖ
′
３－２）

［Ｒｋ＋１－Ｋ
ｖ
ｋＰ
ｙｙ
ｋ＋１｜ｋ（Ｋ

ｖ
ｋ）
Ｔ］

（１４）
Ｋｖｋ＝Ｐ

ｖｙ
ｋ＋１｜ｋ（Ｐ

ｙｙ
ｋ＋１｜ｋ）

－１ （１５）
ｖ′３＝ｖ３＋ｍ （１６）

Δ２ｋ＝（ｙｋ＋１－^ｙｋ＋１｜ｋ）（Ｐ
ｙｙ
ｋ＋１｜ｋ）

－１（ｙｋ＋１－^ｙｋ＋１｜ｋ）
Ｔ（１７）

ｙ^ｋ＋１｜ｋ＝（１－λ）^ｚｋ＋１｜ｋ＋λｚ^ｋ｜ｋ （１８）
Ｐｙｙｋ＋１｜ｋ＋１＝（１－λ）Ｐ

ｚｚ
ｋ＋１｜ｋ＋λＰ

ｚｚ
ｋ｜ｋ

＋
ｖ３－２
ｖ３
（１－λ）λ（ｚｋ＋１－^ｚｋ＋１｜ｋ）（ｚｋ＋１－^ｚｋ＋１｜ｋ）

Ｔ

（１９）
Ｐｖｙｋ＋１｜ｋ＋１＝（１－λ）Ｒｋ＋１ （２０）

其中，Ｋｖｋ为滤波增益矩阵，并且

ｚ^ｋ＋１｜ｋ＝∫ｈｋ＋１（ｘｋ＋１）Ｓｔ（ｘｋ＋１；^ｘｋ＋１｜ｋ，Ｐｋ＋１｜ｋ，ｖ３）ｄｘｋ＋１
（２１）

　　Ｐｚｚｋ＋１｜ｋ＝
ｖ３－２
ｖ３ ∫ｈｋ＋１（ｘｋ＋１）ｈ

Ｔ
ｋ＋１（ｘｋ＋１）

×Ｓｔ（ｘｋ＋１；^ｘｋ＋１｜ｋ，Ｐｋ＋１｜ｋ，ｖ３）ｄｘｋ＋１

－
ｖ３－２
ｖ３
ｚ^ｋ＋１｜ｋ^ｚ

Ｔ
ｋ＋１｜ｋ＋Ｒｋ＋１ （２２）

ｚ^ｋ｜ｋ＝∫［ｈｋ（ｘｋ）＋ｖｋ］Ｓｔ（ｘａｋ；^ｘａｋ｜ｋ，Ｐａｋ｜ｋ，ｖ３）ｄｘａｋ（２３）
　　　Ｐｚｚｋ｜ｋ＝

ｖ３－２
ｖ３ ∫［ｈｋ（ｘｋ）＋ｖｋ］［ｈｋ（ｘｋ）＋ｖｋ］

Ｔ

×Ｓｔ（ｘａｋ；^ｘ
ａ
ｋ｜ｋ，Ｐ

ａ
ｋ｜ｋ，ｖ３）ｄｘ

ａ
ｋ－
ｖ３－２
ｖ３
ｚ^ｋ｜ｋ^ｚ

Ｔ
ｋ｜ｋ

（２４）
证明　根据假设２可知，量测噪声ｖｋ＋１和延迟量测

ｙｋ＋１在延迟量测集合 Ｙｋ的条件下的联合分布服从
Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ分布，即

ｐ（ｖｋ＋１，ｙｋ＋１｜Ｙｋ）

＝Ｓｔ（
ｖｋ＋１
ｙｋ[ ]
＋１

；
０
ｙ^ｋ＋１｜[ ]

ｋ
，

Ｒｋ＋１ Ｐｖｙｋ＋１｜ｋ
（Ｐｖｙｋ＋１｜ｋ）

Ｔ Ｐｙｙｋ＋１｜[ ]
ｋ

，ｖ３）

（２５）
根据贝叶斯准则可得

ｐ（ｖｋ＋１｜Ｙｋ＋１）＝
ｐ（ｖｋ＋１，ｙｋ＋１｜Ｙｋ）
ｐ（ｙｋ＋１｜Ｙｋ）

＝Ｓｔ（ｖｋ＋１；^ｖ
′
ｋ＋１｜ｋ＋１，Ｐ

′ｖｖ
ｋ＋１｜ｋ＋１，ｖ

′
３） （２６）

式中 ｖ^′ｋ＋１｜ｋ＋１、Ｐ
′ｖｖ
ｋ＋１｜ｋ＋１、ｖ

′
３分别是后验概率密度函数 ｐ

（ｖｋ＋１｜Ｙｋ＋１）的均值、尺度矩阵以及自由度参数．
根据文献［１９］Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ分布的性质可得

ｖ^′ｋ＋１｜ｋ＋１＝Ｋ
ｖ
ｋ（ｙｋ＋１－^ｙｋ＋１｜ｋ） （２７）

Ｐ′ｖｖｋ＋１｜ｋ＋１＝
ｖ３＋Δ

２
ｋ

ｖ′３
［Ｒｋ＋１－Ｋ

ｖ
ｋＰ
ｙｙ
ｋ＋１｜ｋ（Ｋ

ｖ
ｋ）
Ｔ］ （２８）

式中Δ２ｋ、ｖ
′
３以及Ｋ

ｖ
ｋ分别如式（１５）～（１７）所示．

从式（１６）可以看出随着时间的增加ｖ′３将趋向于正
无穷，根据文献［１９］可知，自由度参数 ｖ′３趋向正无穷
时，将不再服从Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ分布，而是高斯分布，这必将
导致Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ滤波器的发散，为了保证Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ滤
波器的收敛性，可采用矩匹配方法［１８］解决这个问题，如

下所示：
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ｖ^ｋ＋１｜ｋ＋１＝^ｖ
′
ｋ＋１｜ｋ＋１，

ｖ３
ｖ３－２

Ｐｖｖｋ＋１｜ｋ＋１＝
ｖ′３
ｖ′３－２

Ｐ′ｖｖｋ＋１｜ｋ＋１ （２９）

根据式（２９），Ｐｖｖｋ＋１｜ｋ＋１可表示成如下形式：

Ｐｖｖｋ＋１｜ｋ＋１＝
（ｖ３－２）ｖ

′
３

ｖ３（ｖ
′
３－２）

Ｐ′ｖｖｋ＋１｜ｋ＋１

＝
（ｖ３－２）（ｖ３＋Δ

２
ｋ）

ｖ３（ｖ３＋ｍ－２）
［Ｒｋ＋１－Ｋ

ｖ
ｋＰ
ｙｙ
ｋ＋１｜ｋ（Ｋ

ｖ
ｋ）
Ｔ］

（３０）
则ｐ（ｖｋ＋１｜Ｙｋ＋１）就相应的转换成如下分布：
ｐ（ｖｋ＋１｜Ｙｋ＋１）＝Ｓｔ（ｖｋ＋１；^ｖｋ＋１｜ｋ＋１，Ｐ

ｖｖ
ｋ＋１｜ｋ＋１，ｖ３）（３１）

根据全概率准则可知

　　ｐ（ｘｋ＋１｜Ｙｋ）＝∫ｐ（ｘｋ＋１｜ｘｋ）ｐ（ｘｋ｜Ｙｋ）ｄｘｋ
＝∫Ｓｔ（ｘｋ＋１；ｆｋ（ｘｋ），Ｑｋ，ｖ１）
　×Ｓｔ（ｘｋ；^ｘｋ｜ｋ，Ｐｋ｜ｋ，ｖ３）ｄｘｋ （３２）

从式（３２）可知ｐ（ｘｋ＋１｜Ｙｋ）由于非线性 ｆｋ（·）传递
导致其不再满足Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ分布，因此依据假设１需要
对ｐ（ｘｋ＋１｜Ｙｋ）进行如下近似：

ｐ（ｘｋ＋１｜Ｙｋ）＝Ｓｔ（ｘｋ；^ｘｋ＋１｜ｋ，Ｐｋ＋１｜ｋ，ｖ３） （３３）
根据全概率准则和注１可得：

ｐ（ｚｋ＋１｜Ｙｋ）＝∫ｐ（ｚｋ＋１｜ｘｋ＋１）ｐ（ｘｋ＋１｜Ｙｋ）ｄｘｋ＋１
＝∫Ｓｔ（ｚｋ＋１；ｈｋ＋１（ｘｋ＋１），Ｒｋ＋１，ｖ２）
　×Ｓｔ（ｘｋ＋１；^ｘｋ＋１｜ｋ，Ｐｋ＋１｜ｋ，ｖ３）ｄｘｋ＋１
＝Ｓｔ（ｚｋ＋１；^ｚｋ＋１｜ｋ，Ｐ

ｚｚ
ｋ＋１｜ｋ，ｖ３） （３４）

则在最小均方误差估计意义下，根据Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ分
布的性质，结合量测式（２），可求得ｚ^ｋ＋１｜ｋ和Ｐ

ｚｚ
ｋ＋１｜ｋ：

ｚ^ｋ＋１｜ｋ＝Ｅ［ｚｋ＋１｜ｋ｜Ｙｋ］＝Ｅ［（ｈｋ＋１（ｘｋ＋１）＋ｖｋ＋１）｜Ｙｋ］

＝∫（ｈｋ＋１（ｘｋ＋１）＋ｖｋ＋１）
　Ｓｔ（ｘｋ＋１；^ｘｋ＋１｜ｋ，Ｐｋ＋１｜ｋ，ｖ３）ｄｘｋ＋１

＝∫ｈｋ＋１（ｘｋ＋１）Ｓｔ（ｘｋ＋１；^ｘｋ＋１｜ｋ，Ｐｋ＋１｜ｋ，ｖ３）ｄｘｋ＋１（３５）
　　　Ｐｚｚｋ＋１｜ｋ＝

ｖ３－２
ｖ３
Ｅ［珓ｚｋ＋１｜ｋ珓ｚ

Ｔ
ｋ＋１｜ｋ｜Ｙｋ］

＝
ｖ３－２
ｖ３
｛Ｅ［ｚｋ＋１ｚ

Ｔ
ｋ＋１｜Ｙｋ］－^ｚｋ＋１｜ｋ^ｚ

Ｔ
ｋ＋１｜ｋ｝

＝
ｖ３－２
ｖ３ ∫ｈｋ＋１（ｘｋ＋１）ｈ

Ｔ
ｋ＋１（ｘｋ＋１）

　×Ｓｔ（ｘｋ＋１；^ｘｋ＋１｜ｋ，Ｐｋ＋１｜ｋ，ｖ３）ｄｘｋ＋１

　 －
ｖ３－２
ｖ３
ｚ^ｋ＋１｜ｋ^ｚ

Ｔ
ｋ＋１｜ｋ＋Ｒｋ＋１ （３６）

类似的可以求得 ｚ^ｋ｜ｋ和Ｐ
ｚｚ
ｋ｜ｋ，如下：

ｚ^ｋ｜ｋ＝∫ｈｋ（ｘｋ）Ｓｔ（ｘｋ；^ｘｋ｜ｋ，Ｐｋ｜ｋ，ｖ３）ｄｘｋ （３７）

Ｐｚｚｋ｜ｋ＝
ｖ３－２
ｖ３ ∫［ｈｋ（ｘｋ）＋ｖｋ］［ｈｋ（ｘｋ）＋ｖｋ］

Ｔ

×Ｓｔ（ｘａｋ；^ｘ
ａ
ｋ｜ｋ，Ｐ

ａ
ｋ｜ｋ，ｖ３）ｄｘ

ａ
ｋ－
ｖ３－２
ｖ３
ｚ^ｋ｜ｋ^ｚ

Ｔ
ｋ｜ｋ （３８）

根据式（２）～（４）可知，量测一步预测估计误差可
表示成如下形式：

　　　珓ｙｋ＋１｜ｋ＝ｙｋ＋１－^ｙｋ＋１｜ｋ
＝（１－γｋ＋１）珓ｚｋ＋１｜ｋ＋γｋ＋１珓ｚｋ｜ｋ
　＋（γｋ＋１－λ）（ｚｋ－^ｚｋ＋１｜ｋ） （３９）

通过将式（３９）带入式（６）中关于 ｙ^ｋ＋１｜ｋ和 Ｐ
ｙｙ
ｋ＋１｜ｋ的相关

定义中，可求得

ｙ^ｋ＋１｜ｋ＝Ｅ［ｙｋ＋１｜Ｙｋ］＝Ｅ［（１－γｋ＋１）ｚｋ＋１＋γｋ＋１ｚｋ｜Ｙｋ］
＝（１－λ）Ｅ［ｚｋ＋１｜Ｙｋ］＋λＥ［ｚｋ｜Ｙｋ］
＝（１－λ）^ｚｋ＋１｜ｋ＋λ^ｚｋ｜ｋ （４０）

Ｐｙｙｋ＋１｜ｋ＝
ｖ３－２
ｖ３
Ｅ［珓ｙｋ＋１｜ｋ珓ｙ

Ｔ
ｋ＋１｜ｋ｜Ｙｋ］

＝
ｖ３－２
ｖ３
｛Ｅ［（１－γｋ＋１）

２珓ｚｋ＋１｜ｋ珓ｚ
Ｔ
ｋ＋１｜ｋ｜Ｙｋ］

　＋Ｅ［γ２ｋ＋１珓ｚｋｋ珓ｚ
Ｔ
ｋ｜ｋ｜Ｙｋ］

　＋Ｅ［（γｋ＋１－λ）（γｋ＋１－λ）（ｚｋ－^ｚｋ＋１｜ｋ）
　（ｚｋ－^ｚｋ＋１｜ｋ）

Ｔ｜Ｙｋ］｝
＝（１－λ）Ｐｚｚｋ＋１｜ｋ＋λＰ

ｚｚ
ｋ｜ｋ

　＋
ｖ３－２
ｖ３
（１－λ）λ（^ｚｋ－^ｚｋ＋１｜ｋ）（^ｚｋ－^ｚｋ＋１｜ｋ）

Ｔ （４１）

同理可求得Ｐｖｙｋ＋１｜ｋ：

Ｐｖｙｋ＋１｜ｋ＝
ｖ３－２
ｖ３
Ｅ［ｖｋ＋１珓ｙ

Ｔ
ｋ＋１｜ｋ｜Ｙｋ］＝（１－λ）Ｒｋ＋１（４２）

定理２　给定ｋ时刻的扩维状态量 ｘａｋ和尺度矩阵
Ｐａｋ｜ｋ，在假设１的前提下，基于最小均方误差估计准则，
后验ＰＤＦｐ（ｘｋ＋１｜Ｙｋ＋１）的Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ近似估计的滤波估
计量 ｘ^ｋ＋１｜ｋ＋１及尺度矩阵Ｐｋ＋１｜ｋ＋１可表示成如下形式：

ｘ^ｋ＋１｜ｋ＋１＝^ｘｋ＋１｜ｋ＋Ｋ
ｘ
ｋ（ｙｋ＋１－^ｙｋ＋１｜ｋ） （４３）

Ｐｋ＋１｜ｋ＋１＝
（ｖ３－２）（ｖ３＋Δ

２
ｋ）

ｖ３（ｖ
′
３－２）

［Ｐｋ＋１｜ｋ－Ｋ
ｘ
ｋＰ
ｙｙ
ｋ＋１｜ｋ（Ｋ

ｘ
ｋ）
Ｔ］

（４４）
Ｋｘｋ＝Ｐ

ｘｙ
ｋ＋１｜ｋ（Ｐ

ｙｙ
ｋ＋１｜ｋ）

－１ （４５）
ｖ′３＝ｖ３＋ｍ （４６）

Δ２ｋ＝（ｙｋ＋１－^ｙｋ＋１｜ｋ）（Ｐ
ｙｙ
ｋ＋１｜ｋ）

－１（ｙｋ＋１－^ｙｋ＋１｜ｋ）
Ｔ（４７）

Ｐｘｙｋ＋１｜ｋ＝（１－λ）Ｐ
ｘｚ
ｋ＋１｜ｋ＋λＰ

ｘｚ
ｋ＋１，ｋ｜ｋ （４８）

Ｐｘｖｋ＋１｜ｋ＋１＝－Ｋ
ｘ
ｋＰ
ｘｙ
ｋ＋１｜ｋ（Ｋ

ｖ
ｋ）
Ｔ （４９）

其中Ｋｘｋ为滤波增益矩阵，并且

ｘ^ｋ＋１｜ｋ＝∫ｆｋ（ｘｋ）Ｓｔ（ｘｋ；^ｘｋ｜ｋ，Ｐｋ｜ｋ，ｖ３）ｄｘｋ （５０）

Ｐｋ＋１｜ｋ＝
ｖ３－２
ｖ３ ∫ｆｋ（ｘｋ）ｆ

Ｔ
ｋ（ｘｋ）Ｓｔ（ｘｋ；^ｘｋ｜ｋ，Ｐｋ｜ｋ，ｖ３）ｄｘｋ

３３８１
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－
ｖ３－２
ｖ３
ｘ^ｋ＋１｜ｋ^ｘ

Ｔ
ｋ＋１｜ｋ＋

ｖ１（ｖ３－２）
（ｖ１－２）ｖ３

Ｑｋ （５１）

Ｐｘｚｋ＋１，ｋ｜ｋ＝
ｖ３－２
ｖ３ ∫ｆｋ（ｘｋ）［ｈｋ（ｘｋ）＋ｖｋ］

Ｔ

×Ｓｔ（ｘｋ；^ｘ
ａ
ｋ｜ｋ，Ｐ

ａ
ｋ｜ｋ，ｖ３）ｄｘ

ａ
ｋ｜ｋ－
ｖ３－２
ｖ３
ｘ^ｋ＋１｜ｋ^ｚ

Ｔ
ｋ｜ｋ（５２）

Ｐｘｚｋ＋１｜ｋ＝
ｖ３－２
ｖ３ ∫ｘｋ＋１ｈ

Ｔ
ｋ（ｘｋ）Ｓｔ（ｘｋ；^ｘｋ＋１｜ｋ，Ｐｋ＋１｜ｋ，ｖ３）ｄｘｋ＋１

－
ｖ３－２
ｖ３
ｘ^ｋ＋１｜ｋ^ｚ

Ｔ
ｋ＋１｜ｋ （５３）

证明　根据假设１可知，ｋ＋１时刻状态量ｘｋ＋１和延
迟量测ｙｋ＋１在延迟量测集合Ｙｋ的条件下的联合分布服
从Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ分布，即
ｐ（ｘｋ＋１，ｙｋ＋１｜Ｙｋ）

＝Ｓｔ（
ｘｋ＋１
ｙｋ[ ]
＋１

；
ｘ^ｋ＋１｜ｋ
ｙ^ｋ＋１｜[ ]

ｋ

，
Ｐｋ＋１｜ｋ Ｐｘｙｋ＋１｜ｋ
（Ｐｘｙｋ＋１｜ｋ）

Ｔ Ｐｙｙｋ＋１｜[ ]
ｋ

，ｖ３） （５４）

根据贝叶斯准则可得

ｐ（ｘｋ＋１｜Ｙｋ＋１）＝
ｐ（ｘｋ＋１，ｙｋ＋１｜Ｙｋ）
ｐ（ｙｋ＋１｜Ｙｋ）

＝Ｓｔ（ｘｋ；^ｘ
′
ｋ＋１｜ｋ＋１，Ｐ

′
ｋ＋１｜ｋ＋１，ｖ

′
３） （５５）

式中 ｘ^′ｋ＋１｜ｋ＋１、Ｐ
′
ｋ＋１｜ｋ＋１、ｖ

′
３ 分别后验概率密度函数

ｐ（ｘｋ＋１｜Ｙｋ＋１）的均值、尺度矩阵以及自由度参数．
根据文献［１９］Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ分布的性质可知

ｘ^′ｋ＋１｜ｋ＋１＝^ｘｋ＋１｜ｋ＋Ｋ
ｘ
ｋ（ｙｋ＋１－^ｙｋ＋１｜ｋ） （５６）

Ｐ′ｋ＋１｜ｋ＋１＝
ｖ３＋Δ

２
ｋ

ｖ′３
［Ｐｋ＋１｜ｋ－Ｋ

ｘ
ｋＰ
ｙｙ
ｋ＋１｜ｋ（Ｋ

ｘ
ｋ）
Ｔ］ （５７）

式中Δ２ｋ、ｖ
′
３以及Ｋ

ｘ
ｋ分别如式（４５）～（４７）所示．

同定理１可知，Ｐｋ＋１｜ｋ＋１可表示成如下形式：

Ｐｋ＋１｜ｋ＋１＝
（ｖ３－２）（ｖ３＋Δ

２
ｋ）

ｖ３（ｖ
′
３－２）

［Ｒｋ＋１－Ｋ
ｖ
ｋＰ
ｙｙ
ｋ＋１｜ｋ（Ｋ

ｖ
ｋ）
Ｔ］

（５８）
则ｐ（ｘｋ＋１｜Ｙｋ＋１）就相应的转换成如下分布：

ｐ（ｘｋ＋１｜Ｙｋ＋１）＝Ｓｔ（ｘｋ；^ｘｋ＋１｜ｋ＋１，Ｐｋ＋１｜ｋ＋１，ｖ３） （５９）
其中 ｘ^ｋ＋１｜ｋ、Ｐｋ＋１｜ｋ、Ｐ

ｘｚ
ｋ＋１，ｋ｜ｋ可通过下式计算获得：

ｘ^ｋ＋１｜ｋ＝Ｅ［（ｆｋ（ｘｋ）＋ｗｋ）｜Ｙｋ］

＝∫ｆｋ（ｘｋ）Ｓｔ（ｘｋ；^ｘｋ｜ｋ，Ｐｋ｜ｋ，ｖ３）ｄｘｋ （６０）

Ｐｋ＋１｜ｋ＝
ｖ３－２
ｖ３
Ｅ［珘ｘｋ＋１｜ｋ珘ｘ

Ｔ
ｋ＋１｜ｋ｜Ｙｋ］

＝
ｖ３－２
ｖ３ ∫ｆｋ（ｘｋ）ｆ

Ｔ
ｋ（ｘｋ）Ｓｔ（ｘｋ；^ｘｋ｜ｋ，Ｐｋ｜ｋ，ｖ３）ｄｘｋ

　－
ｖ３－２
ｖ３
ｘ^ｋ＋１｜ｋ^ｘ

Ｔ
ｋ＋１｜ｋ＋

ｖ１（ｖ３－２）
（ｖ１－２）ｖ３

Ｑｋ （６１）

Ｐｘｚｋ＋１，ｋ｜ｋ＝
ｖ３－２
ｖ３
Ｅ［珘ｘｋ＋１珓ｚ

Ｔ
ｋ｜ｋ｜Ｙｋ］

＝
ｖ３－２
ｖ３
｛Ｅ［ｘｋ＋１ｚ

Ｔ
ｋ｜ｋ｜Ｙｋ］－^ｘｋ＋１｜ｋ^ｚ

Ｔ
ｋ｜ｋ｝

＝
ｖ３－２
ｖ３ ∫ｆｋ（ｘｋ）［ｈｋ（ｘｋ）＋ｖｋ］

Ｔ

　 ×Ｓｔ（ｘｋ；^ｘ
ａ
ｋ｜ｋ，Ｐ

ａ
ｋ｜ｋ，ｖ３）ｄｘ

ａ
ｋ｜ｋ－
ｖ３－２
ｖ３
ｘ^ｋ＋１｜ｋ^ｚ

Ｔ
ｋ｜ｋ

（６２）

Ｐｘｚｋ＋１｜ｋ＝
ｖ３－２
ｖ３
Ｅ［珘ｘｋ＋１珓ｚ

Ｔ
ｋ＋１｜ｋ｜Ｙｋ］

＝
ｖ３－２
ｖ３
｛Ｅ［ｘｋ＋１ｚ

Ｔ
ｋ＋１｜ｋ｜Ｙｋ］－^ｘｋ＋１｜ｋ^ｚ

Ｔ
ｋ＋１｜ｋ｝

＝
ｖ３－２
ｖ３ ∫ｘｋ＋１ｈ

Ｔ
ｋ＋１（ｘｋ＋１）

　×Ｓｔ（ｘｋ；^ｘｋ＋１｜ｋ，Ｐｋ＋１｜ｋ，ｖ３）ｄｘｋ＋１

　 －
ｖ３－２
ｖ３
ｘ^ｋ＋１｜ｋ^ｚ

Ｔ
ｋ＋１｜ｋ （６３）

根据Ｐｘｙｋ＋１｜ｋ的相关定义可知

Ｐｘｙｋ＋１｜ｋ＝
ｖ３－２
ｖ３
Ｅ［珘ｘｋ＋１｜ｋ珓ｙ

Ｔ
ｋ＋１｜ｋ｜Ｙｋ］

＝
ｖ３－２
ｖ３
｛Ｅ［（１－γｋ＋１）珘ｘｋ＋１｜ｋ珓ｚｋ＋１｜ｋ｜Ｙｋ］

　＋Ｅ［γｋ＋１珘ｘｋ＋１｜ｋ珓ｚｋ｜ｋ｜Ｙｋ］
　＋Ｅ［（γｋ＋１－λ）珘ｘｋ＋１｜ｋ（ｚｋ－^ｚｋ＋１｜ｋ）｜Ｙｋ］｝
＝（１－λ）Ｐｘｚｋ＋１｜ｋ＋λＰ

ｘｚ
ｋ＋１，ｋ｜ｋ （６４）

根据式（１３）和式（４３）^ｘｋ＋１｜ｋ＋１和 ｘ^ｋ＋１｜ｋ＋１，可知
珓ｖｋ＋１｜ｋ＋１＝ｖｋ＋１－Ｋ

ｖ
ｋ
珓ｙｋ＋１｜ｋ （６５）

珘ｘｋ＋１｜ｋ＋１＝ｘｋ＋１－^ｘｋ＋１｜ｋ－Ｋ
ｘ
ｋ
珓ｙｋ＋１｜ｋ＝珘ｘｋ＋１｜ｋ－Ｋ

ｘ
ｋ
珓ｙｋ＋１｜ｋ
（６６）

根据Ｐｘｖｋ＋１｜ｋ＋１的相关定义可得

Ｐｘｖｋ＋１｜ｋ＋１＝
ｖ３－２
ｖ３
Ｅ［珓ｘｋ＋１｜ｋ＋１珓ｖ

Ｔ
ｋ＋１｜ｋ＋１｜Ｙｋ＋１］

＝
ｖ３－２
ｖ３
｛Ｅ［（珓ｘｋ＋１｜ｋ－Ｋ

ｘ
ｋ
珓ｙｋ＋１｜ｋ）（ｖｋ＋１－珓ｙｋ＋１｜ｋ）

Ｔ｜Ｙｋ＋１］｝

＝－Ｐｘｙｋ＋１｜ｋ（Ｋ
ｖ
ｋ）
Ｔ－Ｋｘｋ（Ｐ

ｖｙ
ｋ＋１｜ｋ）

Ｔ＋ＫｘｋＰ
ｘｙ
ｋ＋１｜ｋ（Ｋ

ｖ
ｋ）
Ｔ （６７）

又

ＫｘｋＰ
ｘｙ
ｋ＋１｜ｋ（Ｋ

ｖ
ｋ）
Ｔ＝Ｐｘｙｋ＋１｜ｋ（Ｋ

ｖ
ｋ）
Ｔ＝Ｋｘｋ（Ｐ

ｖｙ
ｋ＋１｜ｋ）

Ｔ （６８）
则

Ｐｘｖｋ＋１｜ｋ＋１＝－Ｋ
ｘ
ｋＰ
ｘｙ
ｋ＋１｜ｋ（Ｋ

ｖ
ｋ）
Ｔ （６９）

得证．
由式（２３）、式（５０）可知，ｐ（ｖｋ＋１｜Ｙｋ＋１）和 ｐ（ｘｋ＋１｜

Ｙｋ＋１）均服从Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ分布，且自由度参数均为ｖ３，则
依据Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ分布的性质可求得式（１０）～（１２）．

注２　当延迟概率λ＝０时，根据式（２）、（３）可知，
ｙｋ＝ｚｋ，则定理 ２中的式（３３）～（３５）可转换成如下
形式：

４３８１
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ｘ^ｋ＋１｜ｋ＋１＝^ｘｋ＋１｜ｋ＋Ｋ
ｘ
ｋ（ｚｋ＋１－^ｚｋ＋１｜ｋ）

Ｐｋ＋１｜ｋ＋１＝
（ｖ３－２）（ｖ３＋Δ

２
ｋ）

ｖ３（ｖ
′
３－２）

［Ｐｋ＋１｜ｋ－Ｋ
ｘ
ｋＰ
ｚｚ
ｋ＋１｜ｋ（Ｋ

ｘ
ｋ）
Ｔ］

Ｋｘｋ＝Ｐ
ｘｚ
ｋ＋１｜ｋ（Ｐ

ｚｚ
ｋ＋１｜ｋ）










－１

（７０）
当ｖ１＝ｖ２＝ｖ３＝ｖ→＋!时，则

Ｓｔ（ｘｋ；^ｘｋ｜ｋ，Ｐｋ｜ｋ，ｖ３）→Ｎ（ｘｋ；^ｘｋ｜ｋ，Ｐｋ｜ｋ）
Ｓｔ（ｘｋ；^ｘｋ＋１｜ｋ，Ｐｋ＋１｜ｋ，ｖ３）→Ｎ（ｘｋ；^ｘｋ＋１｜ｋ，Ｐｋ＋１｜ｋ{ ）

（７１）
则 ｘ^ｋ＋１｜ｋ，Ｐｋ＋１｜ｋ，^ｚｋ＋１｜ｋ，Ｐ

ｚｚ
ｋ＋１｜ｋ，Ｐ

ｘｚ
ｋ＋１｜ｋ可化成如下形式：

ｌｉｍ
ｖ→!

ｘ^ｋ＋１｜ｋ＝∫ｆｋ（ｘｋ）Ｎ（ｘｋ；^ｘｋ｜ｋ，Ｐｋ｜ｋ）ｄｘｋ （７２）

ｌｉｍ
ｖ→!

Ｐｋ＋１｜ｋ＝∫ｆｋ（ｘｋ）ｆＴｋ（ｘｋ）Ｎ（ｘｋ；^ｘｋ｜ｋ，Ｐｋ｜ｋ）ｄｘｋ
－^ｘｋ＋１｜ｋ^ｘ

Ｔ
ｋ＋１｜ｋ＋Ｑｋ （７３）

ｌｉｍ
ｖ→!

ｚ^ｋ＋１｜ｋ＝∫ｈｋ＋１（ｘｋ＋１）Ｎ（ｘｋ＋１；^ｘｋ＋１｜ｋ，Ｐｋ＋１｜ｋ）ｄｘｋ＋１（７４）
ｌｉｍ
ｖ→!

Ｐｚｚｋ＋１｜ｋ＝∫ｈｋ＋１（ｘｋ＋１）ｈＴｋ＋１（ｘｋ＋１）Ｎ（ｘｋ＋１；^ｘｋ＋１｜ｋ，Ｐｋ＋１｜ｋ）ｄｘｋ＋１
－^ｚｋ＋１｜ｋ^ｚ

Ｔ
ｋ＋１｜ｋ＋Ｒｋ＋１ （７５）

ｌｉｍ
ｖ→!

Ｐｘｚｋ＋１｜ｋ＝∫ｘｋ＋１ｈＴｋ＋１（ｘｋ＋１）Ｎ（ｘｋ；^ｘｋ＋１｜ｋ，Ｐｋ＋１｜ｋ）ｄｘｋ＋１
－^ｘｋ＋１｜ｋ^ｚ

Ｔ
ｋ＋１｜ｋ （７６）

结合式（７１）～（７７）可知，当ｖ１＝ｖ２＝ｖ３＝ｖ→＋!且λ＝０
时，本文提出的算法就变成了高斯近似滤波算法，也就是

说高斯近似滤波器只是本文的一个特殊情况．

４　量测随机延迟下带厚尾过程噪声和量测噪
声的鲁棒Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ随机容积滤波器

　　本文采用了文献［２５，２８］中所提出的随机Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓ
ｔ球面相径容积规则进行非线性积分计算，在此基础上提
出了基于随机Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ球面相径容积规则的量测随机
延迟下带厚尾过程噪声和量测噪声的鲁棒Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ随
机容积滤波器，具体的实现过程如下所示：，

算法１　量测随机延迟下带厚尾噪声的鲁棒Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ随机容积滤波器

１：给定 ｘ^ａ０、Ｐ
ａ
０、^ｘ

ａ
ｋ｜ｋ、Ｐ

ａ
ｋ｜ｋ、Ｑｋ、Ｒｋ＋１、ｖ１、ｖ２、ｖ３、ｆｋ（·）、

２：ｈｋ（·）、λ、ｎ、Ｎ
时间更新：

３：ξｉ＝［０，｛ｅｉ｝
ｎ＋ｍ＋１
ｉ＝２ ，｛－ｅｉ－ｎ－ｍ－１｝

２（ｎ＋ｍ）＋１
ｉ＝ｎ＋ｍ＋２］

４：Ｆｏｒｊ＝１：Ｎ
５：　产生ｎ×ｎ的服从正态分布的矩阵Ｕｊ，用过ＱＲ
６：　分解产生正交矩阵Ｑｊ，Ｕｊ＝ＱｊＲｊ．

７：　产生随机变量τ～Ｂｅｔａ（τ；ｎ＋２２ ，
ｖ－２
２）

８：　计算容积点ξａｉ，ｋ｜ｋ（ｉ＝１，２，…，２（ｎ＋ｍ），２（ｎ＋ｍ）＋１）

９：　ξａｉ，ｋ｜ｋ＝［（ξ
ｘ
ｉ，ｋ｜ｋ）

Ｔ（ξｖｉ，ｋ｜ｋ）
Ｔ］Ｔ＝ｒ２，ｊ ｖ３Ｐ

ａ
ｋ｜槡 ｋＱｊξｉ＋^ｘ

ａ
ｋ｜ｋ

１０：　计算容积点的权重ｗｉ

１１：ｗｉ＝
１－ ｎ
（ｖ３－２）ｒ

２
２，ｊ

，ｉ＝１

ｎ
２（ｖ３－２）ｒ

２
２，ｊ

，ｉ＝２，３，…，２（ｎ＋ｍ）{ ＋１

１２：　计算经状态方程传递的容积点
１３：　χｘｉ，ｋ＋１｜ｋ＝ｆｋ（ξ

ｘ
ｉ，ｋ｜ｋ），（ｉ＝１，２，…，２ｎ，２（ｎ＋ｍ）＋１）

１４：　计算 ｘ^ｊｋ＋１｜ｋ，Ｐ
ｊ
ｋ＋１｜ｋ

１５：^ｘｊｋ＋１｜ｋ＝ ∑
２（ｎ＋ｍ）＋１

ｉ＝１
ｗｉχ

ｘ
ｉ，ｋ＋１｜ｋ，Ｐ

ｊ
ｋ＋１｜ｋ＝ ∑

２（ｎ＋ｍ）＋１

ｉ＝１
ｗｉξ

ｘ
ｉ，ｋ｜ｋ（ξ

ｘ
ｉ，ｋ｜ｋ）

Ｔ

１６：ＥＮＤＦＯＲ

１７：^ｘｋ＋１｜ｋ＝
１
Ｎ∑

Ｎ

ｊ＝１
ｘ^ｊｋ＋１｜ｋ，Ｐｋ＋１｜ｋ ＝

ｖ３－２
ｖ３

１
Ｎ∑

Ｎ

ｊ＝１
Ｐｊｋ＋１｜ｋ－ｘ^ｋ＋１｜ｋ^ｘ

Ｔ
ｋ＋１[ ]｜ｋ ＋

ｖ１（ｖ３－２）
（ｖ１－２）ｖ３

Ｑｋ

量测更新：

１８：Ｆｏｒｊ＝１：Ｎ
１９：　重复５～７，生成Ｑｊ和随机变量τ
２０：　计算容积点ξｉ，ｋ＋１｜ｋ（ｉ＝１，２，…，２ｎ，２ｎ＋１）

２１：　　　 ξｉ，ｋ＋１｜ｋ＝ｒ２，ｊ ｖ３Ｐｋ＋１｜槡 ｋＱｊξｉ＋^ｘｋ＋１｜ｋ
２２：　容积点ξｉ，ｋ＋１｜ｋ的权重为ｗ

′
ｉ

２３　ｗ′ｉ＝
１－ ｎ
（ｖ３－２）ｒ

２
２，ｊ

，ｉ＝１

ｎ
２（ｖ３－２）ｒ

２
２，ｊ

，ｉ＝２，３，…，２ｎ{ ＋１

２４：　计算经量测方程传递的容积点
２５：　ηｖｉ，ｋ＋１｜ｋ＝ｈｋ（ξ

ｖ
ｉ，ｋ｜ｋ），θｉ，ｋ＋１｜ｋ＝ｈｋ＋１（ξｉ，ｋ＋１｜ｋ）

２６：　计算 ｚ^ｊｋ｜ｋ，Ｐ
ｊ，ｚｚ
ｋ｜ｋ，^ｚ

ｊ
ｋ＋１｜ｋ，Ｐ

ｊ，ｚｚ
ｋ＋１｜ｋ，Ｐ

ｊ，ｘｚ
ｋ＋１｜ｋ，Ｐ

ｊ，ｘｚ
ｋ＋１，ｋ｜ｋ

２７：　ｚ^ｊｋ｜ｋ＝∑
２（ｎ＋ｍ）＋１

ｉ＝１
ｗｉη

ｖ
ｉ，ｋ＋１｜ｋＰ

ｊ，ｚｚ
ｋ｜ｋ ＝∑

２（ｎ＋ｍ）＋１

ｉ＝１
ｗｉ（η

ｖ
ｉ，ｋ＋１｜ｋ＋ξ

ｖ
ｉ，ｋ｜ｋ）（η

ｖ
ｉ，ｋ＋１｜ｋ＋ξ

ｖ
ｉ，ｋ｜ｋ）

Ｔ

２８：　ｚ^ｊｋ＋１｜ｋ＝∑
２ｎ＋１

ｉ＝１
ｗ′ｉθｉ，ｋ＋１｜ｋＰ

ｊ，ｚｚ
ｋ＋１｜ｋ ＝∑

２ｎ＋１

ｉ＝１
ｗ′ｉθｉ，ｋ＋１｜ｋ（θｉ，ｋ＋１｜ｋ）

Ｔ

２９：　Ｐｊ，ｘｚｋ＋１｜ｋ＝∑
２ｎ＋１

ｉ＝１
ｗ′ｉξｉ，ｋ＋１｜ｋ（θｉ，ｋ＋１｜ｋ）

Ｔ

３０：　Ｐｊ，ｘｚｋ＋１，ｋ｜ｋ＝ ∑
２（ｎ＋ｍ）＋１

ｉ＝１
ｗｉχ

ｘ
ｉ，ｋ＋１｜ｋ（η

ｖ
ｉ，ｋ＋１｜ｋ＋ξ

ｖ
ｉ，ｋ｜ｋ）

Ｔ

３１：ＥＮＤＦＯＲ

３２：^ｚｋ｜ｋ ＝
１
Ｎ∑

Ｎ

ｊ＝１
ｚ^ｊｋ｜ｋ，^ｚｋ＋１｜ｋ ＝

１
Ｎ∑

Ｎ

ｊ＝１
ｚ^ｊｋ＋１｜ｋ

３３：Ｐｚｚｋ｜ｋ＝
ｖ３－２
ｖ３

１
Ｎ∑

Ｎ

ｊ＝１
Ｐｊ，ｚｚｋ｜ｋ－ｘ^ｋ｜ｋ^ｚ

Ｔ[ ]ｋ｜ｋ

３４：Ｐｚｚｋ＋１｜ｋ＝
ｖ３－２
ｖ３

１
Ｎ∑

Ｎ

ｊ＝１
Ｐｊ，ｚｚｋ＋１｜ｋ－ｚ^ｋ＋１｜ｋ^ｚ

Ｔ
ｋ＋１[ ]｜ｋ ＋Ｒｋ＋１

３５：Ｐｘｚｋ＋１｜ｋ＝
ｖ３－２
ｖ３

１
Ｎ∑

Ｎ

ｊ＝１
Ｐｊ，ｘｚｋ｜ｋ －ｘ^ｋ＋１｜ｋ^ｚ

Ｔ
ｋ＋１[ ]｜ｋ

３６：Ｐｘｚｋ＋１，ｋ｜ｋ＝
ｖ３－２
ｖ３

１
Ｎ∑

Ｎ

ｊ＝１
Ｐｊ，ｘｚｋ＋１，ｋ｜ｋ－ｘ^ｋ＋１｜ｋ^ｚ

Ｔ[ ]ｋ｜ｋ

３７：将 ｚ^ｋ｜ｋ，Ｐ
ｚｚ
ｋ｜ｋ，^ｚｋ＋１｜ｋ，Ｐ

ｚｚ
ｋ＋１｜ｋ，带入定理１中求得 ｘ^ｋ＋１｜ｋ＋１，Ｐ

ｖｖ
ｋ＋１｜ｋ＋１

３８：将 ｘ^ｋ＋１｜ｋ，Ｐｋ＋１｜ｋ，^ｚｋ｜ｋ，Ｐ
ｚｚ
ｋ｜ｋ，^ｚｋ＋１｜ｋ，Ｐ

ｚｚ
ｋ＋１｜ｋ，Ｐ

ｘｚ
ｋ＋１｜ｋ，Ｐ

ｘｚ
ｋ＋１，ｋ｜ｋ到定理２中

求得

３９：^ｘｋ＋１｜ｋ＋１，Ｐｋ＋１｜ｋ＋１，Ｐ
ｘｖ
ｋ＋１｜ｋ＋１．

５　仿真分析
　　本文利用带有未知角速度突变的协同转弯机动目
标跟踪仿真验证本文算法的有效性和优越性，其系统

方程为：
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ｘｋ＝

１ ｓｉｎ（ΩＴ）
Ω

０ ｃｏｓ（ΩＴ）－１
Ω

０ ｃｏｓ（ΩＴ） ０ －ｓｉｎ（ΩＴ）

０ １－ｃｏｓ（ΩＴ）
Ω

１ ｓｉｎ（ΩＴ）
Ω

０ ｓｉｎ（ΩＴ） ０ ｃｏｓ（ΩＴ















）

·ｘｋ－１＋ｗｋ－１

式中，ｘｋ＝［ｘｋ，ｘｋ，ｙｋ，ｙｋ，Ωｋ］
Ｔ为 ｋ时刻的目标状

态；ｘｋ和ｙｋ分别表示 ｘ和 ｙ方向的位置，ｘ和 ｙ分别表
示ｘ和ｙ方向的速度；Ωｋ为未知的转弯角速度；采样周
期Ｔ＝１ｓ；过程噪声ｗｋ∈ＲＲ

ｎ可通过两个高斯分布混合产

生，如下所示：

ｐ（ｗｋ）＝（１－ｐ）Ｎ（ｗｋ；０，Ｑ）＋ｐＮ（ｗｋ；０，５０Ｑ）
其中，Ｑ＝ｂｌｋｄｉａｇ（ｑ１Ｍ，ｑ１Ｍ，ｑ２Ｔ），

Ｍ＝
Ｔ３／３ Ｔ２／２
Ｔ２／２[ ]Ｔ

ｑ１＝０．１ｍ
２／ｓ３，ｑ２＝１．７５×１０

－４／ｓ３，ｐ为污染度，在此定
为００５．

通过载机雷达可以获得目标与载机之间的相对距离

ｒ、方向角φ的信息，则可获得系统的非线性量测方程为：

ｚｋ＝ｈ（ｘｋ）＋ｖｋ＝
ｘ２ｋ＋ｙ

２
槡 ｋ

ａｒｃｔａｎ（ｙｋ／ｘｋ[ ]） ＋ｖｋ
式中：量测噪声ｖｋ∈ＲＲ

ｍ可通过两个高斯分布混合产生，

如下所示：

ｐ（ｖｋ）＝（１－ｐ）Ｎ（ｖｋ；０，Ｒ）＋ｐＮ（ｖｋ；０，５０Ｒ）

其中，Ｒ＝［σ２ｒ　σ
２
φ］，σｒ＝１０ｍ，σφ＝ １槡０×１０

－３ｒａｄ，量
测延迟概率λ＝０．３．

假设机动目标在１～１００ｓ以 Ω１＝－２°／ｓ作转弯运
动，在ｋ＝１０１ｓ时转弯角速度突变为 Ω２＝２°／ｓ作转弯
运动，在ｋ＝２０１ｓ时转弯角速度突变为 Ω３＝－２°／ｓ作
转弯运动，并持续到３００ｓ．

本文提出的联合估计与辨识算法和扩维法的初始

状态以及协方差分别设置为：

ｘａ０＝［１０ｋｍ　０．３ｋｍ／ｓ　１０ｋｍ　０．３ｋｍ／ｓ　－１°／ｓ］
Ｔ

Ｐａ０＝ｄｉａｇ［１００ｍ
２　１０ｍ２／ｓ２　１００ｍ２　１０ｍ２／ｓ２　１００（ｍｒａｄ／ｓ）］

为了公平比较，本文仿真进行了 ３００次独立的
ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ运行．为了评估分析本文提出算法的性能，
考虑到在实施目标跟踪仿真时一阶泰勒线性化存在巨

大的阶段误差以及无迹变换规则存在的数值不稳定问

题，本文仿真将不考虑鲁棒 Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ扩展滤波器和
ＲＳＴＵＦ，即本文算法将只与现有的 ＲＳＴＣＦ、现有的
ＲＳＴＳＣＦ、现有的带一步任意延迟量测的 ＣＫＦ、现有的带
一步任意延迟量测的粒子滤波（ＰＦ，粒子数为５０００）、改
进的 ＲＳＴＣＦ进行比较分析．改进的 ＲＳＴＳＣＦ、改进的
ＲＳＴＣＦ与现有的ＲＳＴＣＦ、现有的ＲＳＴＳＣＦ的自由度参数
为，ｖ１＝ｖ２＝ｖ３＝ｖ＝５．

为了比较上述滤波器的性能，使用状态变量的均方

根误差（ＲｏｏｔＭｅａｎＳｑｕａｒｅＥｒｒｏｒ，ＲＭＳＥ）和平均均方根误
差（ＡｖｅｒａｇｅｄＲＭＳＥ，ＡＲＭＳＥ）作为评价指标．定义如下：

ＲＭＳＥ（ｋ）＝ １
Ｍ∑

Ｍ

ｉ＝１
（ｘｉｋ－ｘ^

ｉ
ｋ）槡
２

ＡＲＭＳＥ（ｋ）＝ １
ＭＴ∑

Ｔ

ｋ＝１
∑
Ｍ

ｉ＝１
（ｘｉｋ－ｘ^

ｉ
ｋ）槡
２

其中，ｘｉｋ和ｘ^
ｉ
ｋ分别为第ｉ次ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ运行时的第ｋ时刻

的估计值和真实值．Ｍ＝３００表示ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真次数．
图１～５分别展示了状态变量不同分量的 ＲＭＳＥ，

从图中可以看出，在量测随机延迟条件下，现有的

ＲＳＴＣＦ不可避免地发生了发散现象，而现有的 ＲＳＴＳＣＦ
尽管比ＲＳＴＣＦ的整体稳定性较好，但是从图１～５以及
表２显示的不同滤波器的平均均方根误差可以看出目
标状态估计的误差依然很大，无法满足目标跟踪的精

度要求．从图中还可以看出，现有的带一步任意延迟量
测的ＣＫＦ在过程噪声与量测噪声均为厚尾噪声等非高
斯噪声时，该算法在ｘ和ｙ方向上的速度估计以及角速
度的估计上还能维持一定的收敛性，但是在ｘ和ｙ方向
上的距离估计上则存在着发散现象．现有的带一步任意
延迟量测的ＰＦ是一种常见的处理量测随机延迟及非高
斯噪声背景下的状态估计方法，从图中及表２中可以直
观地看出，在本次仿真中，粒子数为５０００的粒子滤波算
法整体的估计性能较好，精度较高，性能也比较稳定，但

是从表３显示的算法运行时间来看粒子滤波算法的运算
时间太长，难以满足目标跟踪对于实时性的要求，而基于

本文提出的量测随机延迟下带厚尾过程噪声和量测噪声

的鲁棒Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ滤波器框架，并分别采用３阶球面相
径容积规则、随机Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ球面相径容积规则设计的
３阶鲁棒Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ容积滤波器和鲁棒Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ随机
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容积滤波器的整体估计性能较为稳定，从表１中可以看

出本文提出的算法的ＡＲＭＳＥ与现有的带一步任意延迟
量测的ＰＦ估计性能与精度相当，但是运算时间成本远远
低于现有的粒子滤波算法，性价比较高，从图中还可以看

出改进的ＲＳＴＳＣＦ的估计性能要比改进的３阶ＲＳＴＣＦ的
估计精度要高，尤其是在ｘ和ｙ方向上的速度估计上，这
一点也可以从表２中进一步得到证实．

表１　不同滤波器的平均均方根误差（ＡＲＭＳＥ）对比

滤波器 ｘ（ｍ） Ｖｘ（ｍ／ｓ） ｙ（ｍ） Ｖｙ（ｍ／ｓ）Ω（ｒａｄ／ｓ）
现有的ＲＳＴＣＦ ＮａＮ ＮａＮ ＮａＮ ＮａＮ ＮａＮ
现有的ＲＳＴＳＣＦ １９２．７１ ９０．８９ ２０８．７３ ９５．９１ ０．０５６０

带一步延迟量测的ＣＫＦ３２１．１１ ３８．８３ ４６８．６３ ５４．７２ ０．０３８４
带一步延迟量测的ＰＦ ２３．６９ ６．８７ ３４．６９ ８．２４ ０．０１０１
改进的ＲＳＴＣＦ ３４．６８ ２５．２９ ４６．２４ ２６．１２ ０．０２６８
改进的ＲＳＴＳＣＦ ２５．２４ １２．９３ ３３．５１ １４．９７ ０．０２６８

　　为了进一步验证本文所提算法的鲁棒性和优越
性，研究了该算法与上述滤波器在不同污染度ｐ的情况
下的估计性能．量测延迟概率λ＝０３，污染度ｐ＝００５，
０１０，…，０２５，０３０．

表２　不同滤波器的运行时间对比

滤波器
带一步延迟

量测的ＰＦ
改进的

ＲＳＴＣＦ
改进的

ＲＳＴＳＣＦ

运行时间（ｓ） １２９．３９ ０．２１ ７．７１

　　图６～１０分别展示了本文算法与上述滤波器在污
染度 ｐ＝００５，０１０，…，０２５，０３０时状态变量和转弯
角速度的ＡＲＭＳＥ．从图中看出，粒子滤波算法整体估计
的ＡＲＭＳＥ较低，在位置ＡＲＭＳＥ上，本文所提算法与粒
子滤波算法相当，在速度ＡＲＭＳＥ与转弯角速度ＡＲＭＳＥ
上，本文所提算法略高于粒子滤波算法，改进的 ＲＳＴＣＦ
算法在不同的污染度下仍然能够保持一定的收敛性，

而现有的ＲＳＴＣＦ、ＲＳＴＳＣＦ以及带一步延迟量测的 ＣＫＦ
则面临着发散的风险．
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６　总结
　　本文通过充分考虑量测一步随机延迟特性以及过
程噪声和量测噪声的厚尾特性，通过采用一组服从Ｂｅｒ
ｎｕｌｌｉ分布的随机序列来描述系统中可能存在的量测一
步随机延迟现象，并采用Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ分布来刻画过程噪
声和量测噪声中存在的“厚尾”特性，在此基础之上，推

导了量测随机延迟条件下带厚尾过程噪声和量测噪声

的鲁棒Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ滤波器框架，并基于随机Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ
－球面相径容积规则进行非线性积分计算，设计了一
种鲁棒的Ｓｔｕｄｅｎｔ’ｓｔ随机容积滤波器．最后通过仿真验
证了本文算法比现有算法具有更加稳定的估计性能与

更高的估计精度．
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